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插值 ’估计正弦信号频率的精度分析

齐国清
,

贾欣乐
大连海事大学信息工程学院

,

辽宁大连 以粗

摘 要 对噪声背景中插值 ” 方法估计正弦信号频率的精度进行了研究
,

导出了不加窗和加 如川‘飞窗时频

率估计均方根误差与信噪比及 长度的关系式 分析了不加窗情况下当信号频率接近 频率分辨率好的整数倍
时

,

由于插值的方向错误对频率估计精度的影响 指出了不加窗时该方法在噪声背景中的频率估计误差远远大于文

〔〕中用一个特定的纯测试信号得到的结果 讨论了加窗对频率估计误差的影响 最后给出了 司。模拟实验与

理论分析的对比结果
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引言

正弦信号频率的估计方法很多
,

基于 的频率估计方

法可以利用
,

实现因而速度快
、

便于实时处理 对正弦

信号的信噪比增益作用使得基于 盯。下 的频率估计方法

比直接在时域估计频率的方法信噪比阑值低很多 在信噪比

很低时
,

只要 长度足够大
,

仍可进行频率估计
,

因此这种

方法得到广泛应用 但由于 下 得到的是离散频率值
,

离散频

率的间隔限制了频率估计精度 只有当信号频率为 万
,

频率

分辨率好的整数倍时 得到的频率估计值是准确的 当

信号频率与 的离散频率不重合时
,

由于
,

的
“

栅栏
”

效

应
,

信号的实际频率位于两条谱线之间 可将信号频率表示为
二 , 的好

,

其中 , 为 幅度最大值对应的离散频率

索引值
,

叮为 们 频率分辨率
,

占表示信号频率与

幅度最大值位置的相对偏差 显然仅仅利用 万
,

的幅度最大

值估计信号频率无法估计 占
,

因而估计精度较低 当信号频率

偏离 离散谱线时
,

正弦信号的 在主瓣内有两条谱线
,

次大谱线与最大谱线的幅度比值随 占的变化而不同
,

根据这

一性质 和 即 川首先提出了利用正弦信号 主瓣

内两条谱线的幅度的变化提高正弦信号的频率和幅度估计精
度的方法 等图进一步研究了这种方法并提出了擂值 万下

正弦信号参数估计方法 这种方法既保留了基于 的正弦

信号参数估计方法速度快的特点又提高了估计精度 擂值

方法近年来在很多领域中得到了应用
,

文献〔 提出

的提高 的频率估计精度方法以及文献〔〕中提出的提高

邢 雷达测距精度方法都采用了插值 下 技术 在振动信
号分析中为了提高频率测量精度也采用了这种技术并称为
幅度比值法〔

一

川 上述文献虽然对插值 法的原理进

行了详细的介绍
,

但均未对噪声背景中插值
,

法的频率估

计误差与信噪比及 班 长度的关系进行详细的理论分析
,

而

仅用个别测试信号或次数较少的计算机模拟说明该方法的频

率估计精度 文【 〕中用测试信号进行模拟实验
,

结果表明在

收稿日期 加工 阳一 修回日期么刃 那
一
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不加窗情况下频率估计相对误差 心 相对误差定义为 心

酬好
,

分为频率估计均方根误差 达到 义 一

文 一 中

均指出加 明‘飞 窗 打 幅度比值法频率估计误差 兔 达到
,

不加窗 加矩形窗 频率估计误差在
一

量级 然而
,

理论分析和模拟实验表明
,

在噪声背景中该方法的颇率估计

精度比理想情况大大降低 用〔幻的侧试信号
,

在加性高斯白
噪声中

,

信噪比为 时 下】
,

长度与文【 〕相同 二 抖 ,

频率估计均方根误差为 另外
,

不加窗时绷率估计误
差与 古取值关系很大

,

当 古较小时
,

由子确定 花次大潜线

位置很容易出错
,

致使估计的 古与实际值符号相反
,

使绷率
估计均方误差大大增加山〕如将文〔幻中的第一个信号的撅

率从 加 好变为加 仍酬其它条件同前
,

计算机模拟结果

显示频率估计均方根误差为 办 二
一 ,

即 占二 仿 时颇率

估计均方根误差是 古二 时的 倍 文献 〕也指出当 占

接近零时
,

创刃幅度比值法频率估计误差较大 在加 恤川血祖

窗
、

信噪比为汉记 情况下
,

计算机模拟表明绷率估计均方根
误差在

“

量级 要达到
一 ,

信噪比要在 汉知 以上 本文

将对高斯白噪声背景中万下】
,

插值法估计翔率在不加窗和加窗

情况下分别能够达到的精度进行分析
,

并利用 肠对 模

拟对分析结果进行验证

擂值班 估计须率原理

单一频率实正弦信号表示为
二 期 场

其中 而 和 分别为正弦信号的幅度
、

颇率和初相 按等间

隔 △ 二 打 对 在 一 区间内进行采样得到长度为布

的序列 , 的 点 记为
,

鉴于实序列的力

的对称性
,

忽路 班 绷谱的负倾率成分
,

只考虑离散新谱的
前 刀左 点

,

有

根据 占值可对由离散频谱得到的 的估计值进行插值从而

得到更精细的频率估计值
二 土 一矛一好

式中符号根据 气的位里确定
,

若 几 , 十 取加号
,

反之取

减号

高斯白嗓声背景中擂值 方法的绷率估计误

差

在加性噪声背景中的观侧值采样序列可以表示为
, 的

,

为高斯白噪声序列
,

其方差为 云
,

采样

序列的信噪比为 夕吸。二 护 己 的 碑可表示为
二 介

, 二 , , ,

⋯
, 一

的方差为 周

无卜 肠圣
在 , 阴。 较大的情况下

,

采样序列 的 在最大谱线

处的幅度可近似表示为 」

二 一 花过 , ‘

, 为迭加在 幅度最大处的噪声
, 二 珍目 , 为 的

实部 同理
,

当 占不接近 即次大谱线的幅度不接近 时
,

次大谱线的幅度可表示为
二 比目 几 认

几 为迭加在 幅度次大值处的噪声
,

姚 二咧 几 为 几
的实部 和 几均与 同分布

,

因此 和 姚 均服从高

斯分布 而且不加窗时 和 从相互独立 二 姚
二

毗左
因此噪声背景中采样序列的 幅度次大值与最大值

之比 可表示为

盖 二

。

遥红 丛 ‘ 姚
,

双一

‘ 二 无一 刃 〕

兀钻
一

旱 卜 , 。司

二 , , ,

⋯
, 刃左 一

幅度最大值处的离散频率索引值记做
,

几, 二 恤〔到
,

政【司表示取最接近 二 的整数
,

对于较大的
,

在幅度最大

处
,

的栩度可以近似表示为

在信噪比较高或 较大情况下
,

及 姚 大于或接近

的概率很小
,

在下面分析估计误差时忽略这种小概率情况

而假设 《 及 姚 炎《 因此可以将上式展开成级数
,

并路去高次项
,

可近似表示为

二 一 二 咖 砧
劝

, ‘

从
,

改 气产 吸 气汗 一 气‘
八 八

儿一

其中 沙二 一 叭动 好为信号娜率与其 班 幅度最大处对
应频率的相对偏差

,

好
二 ,

古的变化范围为 一 一 在

紧邻 无 的左侧和右侧的两条谱线中报度较大处 以下称为幅
度次大值

,

对应的离散频率索引值记做 无
,

肠 几 士
,

的幅度可近似表示为

因此噪声背景中 占的估计值可近似表示为 以下在不致引起

混淆的情况下忽略 古的绝对值符号

一

瓦二拌二 二
一 十 ‘“

·

态
‘。 一会 ,

二 二 咖 劝
二 一 古

同理也可以将式 展开成级数
,

并略去高次项
,

于是 占的估

计值可近似示为

儿一
一

与 的比值记做
,

根据式 和式
,

有

占
“

不
二 一 引

根据儿 与 的比值可以得到 引的估计值

氏二
, , , 、

一 , 一花下 十 丁下一一一勺 二 叹刀 , 一 气书
八 八 又 ‘ 一 几

注

由于上式的最后一项远小于前两项
,

可以忽略不计
,

所以上式

又可以近似为
一

连
‘

一
一一一一

比一
一一

良口
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“ 二

森
·

所以
,

氏的方差可表示为

而六护
姚 一

知
’ 所以

。 合 令裂瓷
上
月

下夏丽瓦 “

子
,

马
‘氏 ’二面不而

‘
丽
、

丛 丝圣卫些一丛生
, 一 夕阴。

其中
,

流 为补误差函数 因此
,

给定 长度
、

信噪比和
占

,

利用上式可计算出相应的 凡 的 根据 尺 的可计算次大

值方向错误造成的频率估计的 相对 均方误差为

乱 二 占 凡 二 沪喊
引咖 衬
二 一 了 夕吸

。将 和 代人式
,

整理
,

并考虑到 凡 二 否
,

得 氏的

均方误差

氏卜 瓦 刃 , 吸。 访矛 占

当 占二
,

时
,

氏的均方误差最小
,

瓦

因此插值 方法估计频率的总的 相对 均方误差为

砖 二 乱卜 次

将 和 代人 刀
,

得
为砂

夕旧。

当 占接近 。时
,

上述分析不成立 当 占二 时
, 二 , 二

,

一及 一 一
, 双 、 , 二 二 当 占

接近 。时
, 。 占,

氏的均方误差可表示为

砖 夕扭。 ‘说 占

护
占 砧
‘ 一 护 了

夕阴。

氏 二 二 几 毗
一 邵阴。

而式 在 占二 处的值为
·

夕限。

系数幅度最大值 及次大值 凡都位于 吕让屺 函数的
主瓣内

, 二 士 当 占接近 。时
,

凡 较小
,

与最大谱线另

一侧第一旁瓣内的谱线幅度 接近
,

的位置记做 无
,

朽
二 无 士 可以证明

,

无噪声干扰时始终有 凡 但是
,

在噪声干扰背景下
,

当 占较小时会发生 凡 凡 的情况

根据前面的讨论‘含的符号根据第二大谱线是位于最大谱线

的左边还是右边来确定
,

因此 幅度第二大谱线位置的错

误将造成 含的符号错误 当信号的实际频率为 二 的

好时
,

根据 叮系数幅度次大值与最大值的比值得到的频率
估计值为 二 无 一 韵好

,

从而造成频率估计出现 的好的
误差 若这种错误出现的概率较大

,

则这种频率估计方法失去

意义 发生这种情况的概率与 点数 以及信噪比有关
,

同时也与 占值本身的大小 即信号频率偏离最大谱线的大

小 有关 因此对应一定的 点数和信噪比
,

存在一个阂值
占爪

,

只有在 占 鲡时
,

才能利用 系数的幅度信息进行频

率插值
为了确定上述情况造成的 占估值的误差

,

需首先求出发

生这种判断错误的概率 根据式
,

在 处的幅度为

加窗对频率估计误差的影响

为了抑制频谱泄漏
,

通常在进行 之前对采样序列进

行加窗处理 加窗后 和 仍随 占变化
,

但变化规律不同于

式 和式
,

因此不能用式 估计 占值 对于 叨‘飞 窗
,

加窗后仍可得到利用 和 的比值 估计占的解析式
,

而对于其它窗函数可以采用数值方法获得利用 估计古的对

应关系 下面以 阴 卫唱窗为例
,

讨论加窗情况下擂值 方

法的频率估计误差 根据文献〔
,

在加 助‘飞 窗情况下
,

可

按下式估计 占

矛
一

将 代人
,

得
一

百 一几

一
丁 二二今气下 队 一
弋

‘ 会 , ‘ ,

由于加窗后 和 从 相关
,

不能像式 那样直接计算 矛的

方差 根据公式 二 土 刃 二 嵘 弓土 凡尸声少
,

其中 嵘 和弓
分别为 二 和 的方差

,

份为
二 和 的相关系数

,

有

含 二
注子 子

日 , 一 一丁育 日了 一

一

会
。 ‘ , ‘。 , 〕

表示 的标准差
,

窗函数记为 , ,

则有
, 二

孕奥哄华
芯冗气

二树 姚
二 。圣习 、

。 二 风肠圣

因此 的幅度可以表示为
二 陀以 凡 伪

将 当作第二大值的概率为 尺 的 二 凡 凡 代人

凡 及 凡
,

整理得

的 二
,

丢 队
一

因护」粤互麒醉丫厄万刃丽砌 〕
了 刀么 汀 、 一 。一

因 姚 二 姚 二 ,

姚 二 姚 二 肠圣左
,

又 姚 与

姚均服从正态分布且互不相关
,

有

式中
,

风 二 名扩
。 将式 代人 , ,

得

含 二
邵沉。

式中
,

为 , 和 姚 的相关系数
,

与窗函数有关
,

且可由

下式确定

名
, 沪“ 耐探

』三立一一 一

一岚
‘姚 一 因“ ‘ 解

,

姚
, 二 耐 刻 二

习 , ,
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底恕
‘ , 尹

’吸““ ,

对于 助画鹅 窗
, 。 一

, 二
,

当 二

恻时
,

凡 二
, 。 二 给定窗函数

,

可以确定对应不

同沙值的
、

值 构造一个正弦信号序列 , 。 二
, 〔众

的 〕
,

刃左
,

古从 。到 按照一定步长增加
, 占每取

一个值
,

对 。 的与窗函数 , 的乘积做 班
,

找到 万下 的幅

度最大值 和
,

得到对应不同 古值的 , 和 的取值 将
以上结果代人式 便可得到对应给定的信噪比和 班 长度

的 沙的估计值的均方误差

由于加窗使得正弦信号的 主瓣变宽
,

也在主瓣之
内

,

其幅度及随 古的变化率与不加窗时相比均大大增加 又

由于 伪 与 从 相关 经过计算可得
,

对于 如而嗯 窗
,

阳 二
,

出现 凡 的概率大大降低
,

次大值方向错误造

成的颇率估计的误差可以忽略 因此加窗情况下
,

的估计误

差由式 确定

理论分析与计算机模拟蜻果对比

利用计算机 喇比 川。模拟方法对插值 估计正弦信
号频率进行模拟试验

,

将模拟试验结果的撅率估计均方根误
差 兔 与本文得到公式的计算结果进行对比 图 中实线所

示为不加窗情况下
,

位
,

不同信噪比条件下按 计算

的频率估计均方根误差 从图示结果可见
,

在不加窗情况下
,

当 舀较小时
,

受噪声影响很容易出现 占估计值的符号错误
,

当占小于某一阅值阮时
,

母的估计误差迅速增加
,

例如 二

,

信噪比为
,

鲡约为 当古 鲡 , 播值估计频

率失去意义 因此在不加窗的情况下
,

鲡限定了 下 擂值估
计频率的精度

,

信噪比为妮 时
,

频率估计均方根误差只能

达到
一

琴图 中虚线为加 阴‘飞 窗时相同条件下按式
计算的频率估计均方根误差

,

与不加窗相比
,

避免了在 古

较小时频率估计误差增加的现象
,

但在相同信噪比和 班 长

度情况下
,

当 占 鲡时
,

比不加窗时的估计误差增加 因为加

窗使得 万下 有效数据长度缩短
,

降低了 万下 对正弦信号的信
噪比增益

,

造成信噪比损失约 一 妞 图 为不加窗时 二

“抖
,

信噪比分别为 么解和 时公式 邓 计算的颇率估

计均方根误差结果与模拟结果对比 模拟次数为 ,为
,

实线

为模拟结果
,

虚线为公式计算结果
,

可见模拟结果与公式计算

结果吻合的很好 图 为相同条件下加窗时频率估计均方根

误差
,

虚线所示为加 明‘哭窗时按式 计算的频率估计均

方根误差
,

实线为对应的计算机模拟结果
,

模拟实验结果与本

文得到的公式的计算结果非常接近 图中细点线为加 阶

城 阴介 山云 窗时
,

频率估计均方根误差的棋拟实脸结果
,

估计误差略大于加 翻画邓窗的结果
,

因为 砚即物凹介执画 窗

的旁瓣更低
,

信噪比损失也比 因“电窗大
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图 不加窗 实线 与加
旧飞窗 皮线 图 不加窗时频率估计均方根误差理论

理论计算的绷率估计均方根误差对比 计算 虎线 与模拟结果 实线 对比

图 加窗时颇率估计均方根误差

理论计算与模拟结果对比

结论

利用 下 主瓣内两条最大谱线进行擂值可以提高基于
曰

,

的频率估计方法的精度
,

但实际应用中能够达到的精度

受噪声的影响远远低于理想情况下得到的结果 本文经过理

论分析得出了擂值 法的频率估计均方根误差与信噪比
、

下 长度以及信号实际频率与 幅度最大值位里对应的频

率的偏差 占的关系 分析结果表明不加窗时
,

当 占小于某一

阂值鲡时
,

由于擂值出现方向错误使得频率估计均方误差迅
速增加 因此不加窗的插值 法的频率估计均方根误差在

实际应用中很难低于 好加窗可以基本进免因擂值方向
错误引起的误差

,

但加窗也带来 的信噪比增益 一 曲 的

损失 在 二 仪抖
、

信嗓比为义记 情况下
,

加窗后频率估计均

方根误差约为 的频率分辨率好的千分之一计算机模拟
结果与本文得到的公式计算结果吻合
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